1.1

Definicdo da sequéncia e exemplos
Definicdo 1.1.1 Se ao cado nimero natural n corresponde um nimero real x,,, diremos que

X1,X2,X3, s Xy ...

formam uma sequéncia.

. N n
m Exemplo 1.1 Considere uma sequéncia x;, = PR Neste caso temos
n

ou

m Exemplo 1.2 Ache uma formula genérica para o termo geral x, da sequéncia
3 -4 5 -6
572571257625 |

Solucdo. Seja x, = %. E obvio que b, = 5" ¢

ar=142,ap=—2+2),a3 =342, a,=—(4+2),...
ou seja a, = (—1)""!(n+2). Portanto temos

_ (=D (n+2)
Xn = 5—n
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= Exemplo 1.3 Seja {s,} coms, =Y} bt*, onde t # 0;1, b # 0. Mostre que

1 _tn+1
=b—-.
Sn 1—1¢

Solucdo. Termo geral s, tem forma
Sp=b(1+t+124---+1"),

assim
spt=b+2 024+,
Ou seja
Su—sp-t =sp(1—1) =b(1 "),

l_tn-i-l

Portanto s,, = b
" 1—t¢

1.2 Limites

. 1 . .
m Exemplo 1.4 1) Sejax, = --. Analisando o comportamento dos elementos x,, vimos que o
termo x, aproxima 0 (tende ao 0) quando » € suficientemente grande.

, (="
2) S =1
) Seja x, + w1

. Portanto temos

1 1 4 1 3 1 6
n=l=5=5 w=lty=3 w=l-g=3 u=lts=5

continuando as contas conferimos que x, aproxima ou tende ao 1.

Definicdo 1.2.1 e Dizemos que uma sequéncia {x, } tem o limite L € R se para todo € > 0
existe ng € N tal que |x, — L| < € para todo n € IN satisfazendo n > ny. Neste caso
escrevemos lim x, = Loux, — L.

n—yoo

n—soo

e Se lim x, existir, sequéncia {x, } € dita convergente, caso contrdrio divergente.
n—oo
e lim x,, = +oo se e s6 se para todo M > 0 existe ny € N tal que x,, > M (ou x, < —M) para
n—soo

todo n € IN satisfazendo n > ng. Neste caso diremos que sequéncia {x,} diverge para +oo.

Obs

1) lim x, = L se e s6 se x,, ficam na €-vizinhanca do L a partir do niimero ny + 1.
n—oo

2) lim x, = oo se e sO se x,, ficam a direita do M a partir do niimero ny + 1.
n—oo
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Teorema 1.2.1 Se o limite lim x,, existir, ele € tnico.

n—eo

1
= Exemplo 1.5 1) Sejax, = 5 Mostremos que

limx, = lim — = 0.
n—yoo n—yoo SN

1 1
De fato, |5—0| <eoug < €paran>log; €.

2) Se x, = €", assim lim x;, = oo. De fato, ¢” > M para todo n € IN satisfazendo n > In M.

n—eo

Definicdo 1.2.2 Seja {x,} uma sequéncia. Uma subsequéncia de {x,} é uma nova sequéncia
{20, }r, onde ny > 1 e njyy > my.

(="

m Exemplo 1.6 Dada a sequéncia x,, = T Os elementos
n
1
Xop = ——
* T k1

formam uma subsequéncia de {x, } de todos termos positivos. Por outro lado os elementos

-1

Xok—1 = E

formam uma subsequéncia de {x,} de todos termos negativos.

Teorema 1.2.2 Se lim x, = L, entdo limy_,..x,, = L para qualquer subsequéncia {x,, } de {x,}.
n—oo

» Exemplo 1.7 Seja x, = cos(7n). Considerando os indices pares ny = 2k temos x,,, = cos(2mk) =
1, logo xp, k—) 1. Por outro lado considerando os indices impares n; = 2k — 1, temos x,, =
—>00

cos(2mk — ) = —1, ou seja xp, k—> —1. Portanto tém duas subsequéncias de {x, } que tém limites
—>00

diferentes. Assim, pelo Teorema 1.2.2, lim x,, ndo existe.
n—yoo

1.3 Propriedades dos limites

Teorema 1.3.1 Seja f(x) : [¢;0) — IR uma fungdo real (¢ € IN). Definamos uma sequéncia {x, }
com o termo geral dado por x, = f(n), n > g. Se lim f(x) existir,
X—yoo

lim x, = lim f(x).

n—oo X—ro0
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(O resultado vale no caso lim f (x) = oo também).
X—o0

Obs ) Reciproca niio é verdadeira! Seja f(x) = sen(7x). Temos que sen(7n) — 0 (quando

1 v
n — o), mas o limite lim f(x) ndo existe (desde que f(2k + §> = sen(2mw + 5) =
X—yo0

1 — 1, quando k — o).

= Exemplo 1.8 Calcule

lim /n.

n—oo

Solucdo. Tem-se

. .1
lim /n = lim n».
n—oo n—soo

Seja f(x) = x, assim x, = f(n) = nn. Pelo Teorema 1.3.1 obtemos lim ¢/n = lim x+. Observe
n—oo X—yo0

que xi =e. Pela Regra de L’Hopital:

1

. Inx LT
lim — = lim £ = 0.
x—oo X X—yo0

—_

Assim,

.1 ox .
limxs = lime~ =e’ =1= lim V/n.
X300 X300 n—soo

Obs ) Observe que a regra de L'Hopital € inaplicdvel para as sequéncias numéricas!

Tem-se as seguintes propriedades dos limites.

Propriedades:
Sejam {x,} e {y,} duas sequéncias convergentes e ¢ € R. Entéo:
1) r}gl(}o(xn +yn) = Tim x, + lim y;
2) lim(c-x,) =c- lim xy;

e e
3 Jm ) =l fim e

x lim x,,
4) lim =% =222 se limy, # 0.
n—yoo

ey, limy,
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1.3 Propriedades dos limites
1) Usando as propriedades acima obtemos

= Exemplo 1.9
1 3 . 1 3
11m—2n5+n3_3 —lim2+”__$ —’}%(ZJr;_ﬁ)
n 00 4 _n 00 2 -
S8 —2nt 1o 8——+—5 hm(8——+ L)
n n—so0
1
At e TS 1
- 2 1 4
8 —lim — + lim — 4
n—oo n n—oo p

2)
2 W1) = tim (R —=n*=1)- (R +Vn*—1) ~ lim n*—(n*—1)
(n2+vn*—1) n=e (n2 +/n*—1)

lim (n
f—soo
=0.

n—soo
_ 1
n—=e (p2 ++/n*—1)

3) Caleule lim ¥, bk, se 0 <t < 1,b#0.

Solugdo.
1 — t"

th =bt- Zt =bt-

Como 0 < ¢t < 1, lim #* = lim #* = 0, portanto
n—yoo X—roo
—1" bt
,}E‘Jokbe = lim (br- =) = 1

Teorema 1.3.2 — Teorema do Confronto. Se y, < x, <z, paran > ng e
lim y, = hm iy = Iy,

n—soo

entao
lim x, = L.
n—soo

Obs ) O Teorema 1.3.2 aplica-se quando o Teorema 1.3.1 ndo funciona

Corolario 1.3.3 Se lim |x,| = 0, entdo lim x,, =0
n—yoo n—yoo
Prova. De fato, —|x,| < x, < |x,|, assim pelo Teorema do Confronto, temos

lim |x,| = r}l_r)lgoxn =0.
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(=D
= Exemplo 1.10 1) Calcule lim ——.

n—yoo n
Solugdo. E facil ver que
. (=) .1
lim | | =1lim — =0,
n—oo n n—oop
: iy (=)
assim, pelo Corolério 1.3.3, temos lim =0. 3-)
n—yoo n
2) Caleule lim >t
n—e 1N
Solucdo. Temos
1 senn 1
——< <-.
n n n
1 senn 1 o1
Logo, denotando y,, = ——, x, = — e z; = — e observando que lim — = 0 pelo Teorema
n n n n—oo p
1.3.2 obtemos
. senn
lim =0.
n—o n
)
n!
3) Calcule lim —.
n—oo plt
1-2-3-...- 1 /2-3-... 1
Solugdo. Sejax, = e <-—- (_n) < —, entdo
n-nn-....n_ N \R-N-...'N n
1
O S Xn S )
n
e pelo Teorema 1.3.2
!
lim = =0
n—soo plt
)

= Exemplo 1.11 Estude convergéncia de {r"}, r € R.

Solucdo. Vamos analisar todos os casos possiveis:
a) Ser>1,entdo lim r" = lim r* = oo,
n—oo X—poo
b) Se0<r<1,entdo lim 7" = lim r* =0.
. n—oo X—yo0

c) Seja —1 < r < 0. Temos
lim || = lim |r|" =0
n—o0 n—o0

Assim pelo Coroldrio 1.3.3 lim 7* = 0 neste caso.
n—yoo

d) Sejar < —1. Para indices pares n = 2k temos ]}im r?k = oo, Para indices impares n = 2k + 1
—300
temos I}im r?k = —oo, assim {r"} diverge.
—>00
e) Sejar =0, entdo lim r" = 0. Seja r = 1, entdo lim " = 1. Se r = —1, assim {r"} diverge
n—oo n—oo

(analisando termos com indices pares e impares).
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Entéao:
oo, r>1,
1 r=1
lim 7" = ’ ’
n—o0 0, |r| < 13

diverge, r < —1.

Video material complementar

Para aprofundar o conhecimento do tépico sugerimos assistir as seguintes aulas gravadas do Prof.
Claudio Possani:

e Parte 1

e Parte 2

e Parte 3



